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图: 教课书《最优传输理论和计算》.
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Minkowski 问题
给定 k 单位向量 n1, · · · ,nk 不
包含在 Rn 的半空间内，
A1, · · · ,Ak > 0，满足

k∑
i=1

Aini = 0,

找到一个紧的凸多面体 P，具有
k 个余维数为 1 的面
F1, · · · ,Fk，满足 Fi 的体积等于
Ai，Fi 的法向量等于 ni.

ni

FiAi

图: Minkowski 问题。
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定理 (Minkowsi)
凸多面体 P 存在，并且直至相
差一个平移唯一。

ni

FiAi

图: Minkowski 问题。
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定理 (Alexadnrov 1950)
Ω 是 Rn 中的紧凸区域，
p1, . . . , pk 是 Rn 中不同的向量，
A1, . . . ,Ak > 0，满足∑

Ai = vol(Ω)，那么存在凸的
分片线性函数，直至相差一个常
数唯一，

u(x) = kmax
i=1

{〈pi, x〉 − hi},

满足

vol(Wi) = Ai, Wi = {x|∇u(x) = pi}.

Ω
Wi

Fi

πj

uh(x)

图: Alexandrov 定理.
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Alexandrov 定理等价于半离散最优传输映射。令 Ω ⊂ Rd 是紧
凸集，测度 µ 绝对连续，目标测度为 Dirac 测度之和，

ν =

n∑
i=1

νiδ(y − yi),

满足条件 µ(Ω) =
∑n

i=1 νi，传输代价函数为欧氏距离平方
c(x, y) = 1

2 |x − y|2，则存在唯一的最优传输映射
T : (Ω, µ) → ({yi}n

i=1, ν)，T = ∇u，这里 Briener 势能函数
u : Ω → R 为分片线性凸函数，u 并不唯一，彼此相差一个常数：

u(x) = nmax
i=1

{〈x, yi〉 − hi},

u 的图是支撑平面 〈x, yi〉 = hi 的上包络。
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Brenier 势能函数投影诱导 Rd 的一个胞腔分解

Ω =

n⋃
i=1

Wi(u), Wi(u) = {x ∈ Ω|∇u = yi}.

最优传输映射将每个胞腔 Wi(u) 映到目标点 yi，T : Wi(u) 7→ yi；
Legendre 对偶 u∗ 的图是支撑平面对偶点 {(yi, hi)}n

i=1 的凸包。



半离散最优传输映射 8

u u∗

∇u

Wi
pi

πi
π∗i

Ω, T
Ω∗, T ∗

proj proj∗

图: 离散最优传输映射 (从左到右): 把 Wi 映到 pi. 离散的
Monge-Ampère 方程 (从右到左): µσ(Wi) 是 pi 的离散 Hesse 行列式.
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图: 离散最优传输映射。
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图: 离散最优传输映射。
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P ⊕Q
P

Q

图: Minkowski 和 P ⊕ Q.
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定义 (Minkowski 和)
给定两个集合 P,Q ⊂ Rd, 它们的 Minkowski 和定义为

P ⊕ Q := {p + q : p ∈ P 且 q ∈ Q}.

Minkowski 和可以重写为

P ⊕ Q =
⋃
q∈Q

P ⊕ {q}.

定义 (Minkowski 扩张)
给定一个集合 P ⊂ Rd 和常数 s ≥ 0, 以 s 为因子的 Minkowski
扩张 (dilation) 定义为

sP := {sp : p ∈ P}.
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定理 (Minkowski 和的多项式性质)
令 P 和 Q 为 R3 上的凸体, 线性组合 sP ⊕ tQ 的体积是非负实
数 s 和 t 的三次多项式,

V(sP⊕ tQ) = V(P)s3+3V(P,P,Q)s2t+3V(P,Q,Q)st2+V(Q)t3,

这里 V(P,P,Q) 和 V(P,Q,Q) 被称为混合体积.
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hi

hij

hijk

O

图: 具有高度 hi, hij, hijk 的凸多面体.
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证明.
设 X = sP1 ⊕ tP2, P1 和 P2 具有相同的组合结构. X 的体积为

V(X) =
1

3

n∑
i=1

hiA(fi) =
1

3

n∑
i=1

hi
1

2

∑
j

hijL(eij)

=
1

3

n∑
i=1

hi
1

2

∑
j

hij

2∑
k=1

hijk =
1

6

∑
i,j,k

hihijhijk

=
1

6

∑
i,j,k

(sh(1)i + th(2)i )(sh(1)ij + th(2)ij )(sh(1)ijk + th(2)ijk )

=
1

6

∑
i,j,k

(h(1)i h(1)ij h(1)ijk s3 + h(1)i h(1)ij h(2)ijk s2t

+ h(1)i h(2)ij h(2)ijk st2 + h(2)i h(2)ij h(2)ijk t3),
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引理 (体积导数)
令 P 是一个凸多面体, 假设其第 i 个面 fi 的法向为 ni, 支撑距
离 hi, 则

P := {x ∈ Rd : 〈ni, x〉 ≤ hi, ∀i = 1, . . . ,n}.

设 fi 的体积为 Ai, 则

∂V(h)
∂hi

= Ai. ♦ (1)
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hi
Ai

∆hi

∆V = Ai∆hi + o(∆hi)

图: 凸多面体体积导数 ∂/∂hi = Ai.
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证明.
如前页图所示, 如果我们把支撑距离从 hi 增大到 hi +∆hi, 体积
增量是厚度 ∆hi 乘以面积 Ai 再加上高阶项,

∆V = Ai∆hi + o(∆hi),

因此
∂V
∂hi

= Ai.
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由于 Minkowski 和趋向于 “圆滑化” 所添加的形状, 因此
Minkowski 和的体积超过了所添加形状的体积和.

定义 (位似)
两个多面体 A 和 B 是位似的, 如果它们的形状是相似的, 并且所
处的位置和定向也是相似的, 这意味着存在一个平移和扩张使得

A = rB ⊕ {x}.

定理 (Brunn-Minkowski 不等式)
令真子集 A,B ⊂ Rd 为凸集, 并且 0 ≤ λ ≤ 1, 则

V((1− λ)A ⊕ λB)
1
d ≥ (1− λ)V(A)

1
d + λV(B)

1
d , (2)

等号成立当且仅当 A 和 B 是位似的.
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定理 (Minkowski 不等式)
假设 R3 中有界凸多面体 P 和 P′, 带有相同的法线 {vi}n

i=1. 令
Ai, hi 和 A′

i, h′i 表示沿着 vi 方向上的面积和支撑距离, 某些面积
可能为 0. 则混合体积 V(P,P′,P′) 满足

V(P,P′,P′) =
1

3

n∑
i=1

hiA′
i ≥ V(P)1/3V(P′)2/3. (3)

如果等式成立, 则 P 和 P′ = cP + a 相差一个位似变换.
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证明.
V((1− t)A ⊕ tB) = V(A)(1− t)3 + 3V(A,A,B)(1− t)2t

+ 3V(A,B,B)(1− t)t2 + V(B)t3,

由 Brunn-Minkowski 不等式, f : [0, 1] → R 是非负下凹函数,

f(t) = V((1− t)A ⊕ tB)
1
3 − (1− t)V(A)

1
3 − tV(B)

1
3 .

在 t = 0 处微分, 由

0 ≤ ∂f
∂t
∣∣
t=0

= V(A)−
2
3 [−V(A) + V(A,A,B)] + V(A)

1
3 − V(B)

1
3

得出结果. 等式成立蕴含 f(t) ≡ 0, 由 Brunn-Minkowski 定理, A、
B 位似.
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定理 (Minkowski 多面体的唯一性)
假设 R3 中两个有界凸多面体 P 和 P′, 其相应外法线 vi = v′i 和
相应面积 Ai = A′

i > 0 重合, 则 P′ 和 P 相差一个平移.



Minkowski 多面体的刚性 23

证明.
因为 Ai = A′

i, 则混合体积

V(P,P′,P′) =
1

3

n∑
i=1

hiA′
i =

1

3

n∑
i=1

hiAi = V(P).

由 Minkowski 不等式,

V(P) = V(P,P′,P′) ≥ V(P)1/3V(P′)2/3,

有 V(P) ≥ V(P′), 同理得到 V(P′) ≥ V(P). 因此 V(P) = V(P′)
且 Minkowski 不等式中的等式成立, 因此 P 和 P′ 相差一个位似
变换. 体积相同, c = 1, P 和 P′ 相差一个平移.
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令 ∆n 是一个 n 维单纯形, 此单纯形具有 n + 1 个顶点
v1, . . . , vn+1 和 n + 1 个面 f1, . . . , fn+1. 我们将顶点和面进行编
号, 使得 fk 是顶点 vk 正对的面, vk 6∈ fk. 我们同样选择 n + 1 种
不同的颜色 {1, 2, . . . ,n,n + 1}, 并用第 k 种颜色对 vk 进行染色.
现在我们考虑 ∆n 的一个三角剖分 T . 假设三角剖分中的所有顶
点都被染色, 使得在每个面上, 我们只使用该面上 n 个 ∆n 的顶
点的颜色, 亦即我们不使用第 k 种颜色对面 fk 上的新顶点染色.
这种染色被称为一个 Sperner 染色, 下图显示了一个 Sperner 染
色的例子. 如果存在三角剖分的一个 n 维单纯形 σ ∈ T , 且 σ 的
所有 n + 1 顶点染色都不同, 则 σ 被称为关于颜色
{1, 2, . . . ,n,n + 1} 的一个全色单纯形.
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定理 (Sperner 引理)
给定 ∆n 的一个三角剖分 T , 任给一个 Sperner 染色, 则总存在
奇数个全色单纯形.

v1

v2v3

v1

v2v3

图: Sperner 染色，提供了一种计算方法.
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基于 Sperner 引理, 我们可以证明闭单位球体 Bn ⊂ Rn 的不动点
定理, 这个定理最早由 Brouwer 提出.

定理 (Brouwer 不动点)
单位闭球的任意连续自映射 f : Bn → Bn 都存在一个不动点: 即
有一个点 x ∈ Bn 具有性质 f(x) = x.
由 Brouwer 不动点定理，我们得到区域不变性定理。

定理 (区域不变性)
设 U ⊆ Rn 为一个开子集. 若 f : U → Rn 是连续单射, 则 f(U)
也是 Rn 的一个开子集.
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定理 (Alexandrov 映射引理)
假设 φ : A → B 是 d 维流形之间的一个映射, 且满足下列条件:
▶ B 的每个连通分支都包含 A 的像点;
▶ φ 是单射;
▶ φ 是连续的;
▶ φ 具有闭图 (closed graph): 如果 {Bj} ⊂ B 是一个像点的收
敛序列, 即对任意 j, 都存在某个 Aj ∈ A, 使得 Bj = φ(Aj);
同时当 j → ∞ 时, 序列 {Bj} 收敛于 B. 那么存在 A ∈ A,
使得 φ(A) = B; 并且存在 {Ai} 的一个子序列 {Aik}, 当
k → ∞ 时, {Ai} 收敛于 A.

那么 φ 是满射, 即 φ(A) = B.
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定义 (半球条件)
法向量集合不能被任何封闭半球 (hemisphere) 所包含. 等价地,
法向量的正锥 (positive cone)

+(N ) =

{
X =

n∑
i=1

θivi : θi ≥ 0

}

覆盖整个空间 Rd.
举例而言, 否则, 存在一个单位向量 w , 使得

〈vi,w〉 ≥ 0, ∀i = 1, . . . ,n.

多面体在负的 w 方向不会封闭, 会出现一个体积无穷大的面.
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定理 (离散 Minkowski 问题解的存在性)
假设有 n ≥ d + 1 个不同的单位向量 N = {v1, v2, · · · , vn},
vi ∈ Sd−1 满足半球条件，正实数 {β1, β2, . . . , βn} 满足以下条件

n∑
i=1

βivi = 0. (4)

则存在一个凸多面体 P ⊂ Rd, P 具有 n 个面, 对所有的
k = 1, . . . ,n, 对应的第 k 个面的外单位法向量等于 vi ∈ N , 体积
等于 βk. 这样的凸多面体彼此相差一个平移.
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图: 凸多面体.

凸多面体 P 的支撑平面表示为
〈x, vi〉 = hi，其中 hi 是它的支撑
距离. 多面体 P 可以表示为半空
间的交集,

P =

n⋂
i=1

{
x ∈ Rd : 〈x, vi〉 ≤ hi

}
.

固定所有的法向量, 我们可以用
P(h) 来表示如此定义的多面体,
其中 h = (h1, . . . , hn).
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设多面体相应面的体积为 (A1, . . . ,An). 如果我们将多面体投影
到超平面 xk = 0 上, 则因为 P 是封闭的, 投影的有向总体积为 0.
这意味着

n∑
i=1

Ai〈vi, ek〉 =

〈 n∑
i=1

Aivi, ek

〉
= 0.

等式对所有的 k = 1, 2, . . . ,n 都成立, 因此我们得到
n∑

i=1

Aivi = 0.
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我们定义可容许高度向量空间. 首先, 我们定义 H 空间为

H := {(h1, . . . , hn) ∈ Rn : Ak(h) > 0 并且 hk > 0, k = 1, . . . ,n} .

给定一个多面体 P(h), 如果我们将其平移, 平移向量为 w ∈ Rd,
那么多面体 P ⊕ w 的形状是不变的. 由此, 我们定义一个等价关
系,

h1 ∼ h2 ∈ H ⇐⇒ ∃w ∈ Rd, s.t. h1−h2 = (〈w, v1〉, 〈w, v2〉, . . . , 〈w, vn〉).

所以可容许高度向量空间由 H/ ∼ 给定.
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证明.
让我们为高度向量定义一个特殊的空间,

Ω := H/ ∼
⋂

{h ∈ Rn : h1β1 + h2β2 + · · ·+ hnβn = 1}.

容易看出
1

β1 + β2 + · · ·+ βn
(1, 1, . . . , 1) ∈ Ω,

Ω 是非空的, 而且它是两个凸集的交, 所以 Ω 也是凸的. 我们考
虑以下最优问题: 在空间 Ω 中极大化体积 u(h),

max
h∈Ω

u(h).
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证明.
用 Lagrange 乘子法,

max
h∈H/∼

{
u(h)− λ

( n∑
i=1

βihi − 1

)}
,

可以证明最优点是 Ω 的内点而不在边界 ∂Ω 上. 假设体积在内点
h∗ ∈ Ω 上达到极大, 则在 h∗ 我们有

∂u
∂hi

(h∗)− λβi = Ai(h∗)− λβi = 0.

然后我们把整个多面体放大 λ− 1
d−1 倍, 就得到期望的结果.
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Ω
Wi

Fi

πj

uh(x)

图: Alexandrov 定理.

每个面 Fi 的支撑超平面为
πi(x) = 〈x, pi〉 − hi, 凸多面体等
于超平面的上包络

P(h) = (π1(h), π2(h), . . . , πn(h)).

P(h) 可以表示成一个分片线性
凸函数的图, uh : Rd → R,

uh(x) := max
1≤i≤n

{πi(h, x)}. (5)
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Ω
Wi

Fi

πj

uh(x)

图: Alexandrov 定理.

P(h) 向 Rd 投影, 得胞腔分解,

Rd =
⋃

1≤i≤n
Wi(h).

Fi 对应着一个胞腔 Wi(h),

Wi(h) := {x ∈ Rd|∇uh(x) = pi}.

假设 Ω ⊂ Rd 是凸集, 则 P(h)
的投影也构成 Ω 的一个胞腔分
解, 每个胞腔的体积记为 wi(h),

wi(h) := vol(Wi(h ∩ Ω)). (6)
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Alexandrov 定理有多种证明：
1. 最优传输理论中的 Brenier 定理；
2. 凸几何中的 Alexandrov 映射引理；
3. 几何变分法；
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证明.
令 µ 为定义在 Ω 上的 Lebesgue 测度, ν =

∑n
i=1 Aiδ(y − pi), 令

传输代价函数为欧氏距离的平方, c(x, y) = 1
2 |x − y|2, 由 Brenier

定理, 存在一个凸函数 u : Ω → R, 其梯度映射
∇u : Ω → {p1, p2, · · · , pn} 给出了最优传输映射. 凸函数 u 几乎
处处 C2, 诱导了 Ω 的一个胞腔分解:

Ω =
⋃

1≤i≤n
Wi =

⋃
1≤i≤n

(∇u)−1(pi).

因此在每一个胞腔 Wi 上, Brenier 势能函数的梯度为常数, 必为
线性函数 〈pi, x〉 − hi, Brenier 势能函数为分片线性函数, 即
u(x) = max1≤i≤n{〈pi, x〉 − hi}. 由最优传输映射的唯一性, 高度向
量相差一个常数.
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证明.
第二个证明是基于 Alexandrov 映射引理。我们构造可容许高度
向量空间

A := {h : wi(h) > 0, i = 1, 2, . . . ,n}
⋂{

h :

n∑
i=1

hi = 0

}

和可容许体积空间

B :=

{
A :

n∑
i=1

Ai = vol(Ω), Ai > 0, i = 1, 2, . . . ,n
}
,

则 A 和 B 都是 n − 1 维流形. 映射 φ : A → B 将高度向量 h 映
到凸多面体 P(h), 再得到余维数为 1 面的体积向量 A. 我们下面
验证 φ 满足 Alexandrov 映射引理的 4 个条件.
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证明.
条件 1. 不失一般性, 我们可以通过平移、缩放使得
{p1, p2, · · · , pn} ⊂ Ω, 选择

hi =
1

2
〈pi, pi〉, i = 1, 2, . . . ,n,

则 P(h) 的投影是经典的 Voronoi 图, 每个胞腔的内部非空, 因此

h0 :=

(
1

2
|p1|2,

1

2
|p2|2, . . . ,

1

2
|pn|2

)
∈ A,

φ(h0) ∈ B.
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证明.
条件 2. 假设存在 h1 和 h2, 满足
φ(h1) = φ(h2) = (A1,A2, . . . ,An). 构造 Minkowski 和
(1− λ)P(h1)⊕ λP(h2), 则其投影为 (1− λ)Wi(h1)⊕ λWi(h2), 由
Brunn-Minkowski 不等式, 我们有

((1− λ)Wi(h1)⊕ λWi(h2))
1
d

≥ (1− λ)(Wi(h1))
1
d + λ(Wi(h2))

1
d = A

1
d
i

并且
n∑

i=1

((1− λ)Wi(h1)⊕ λWi(h2)) =

n∑
i=1

Ai,

因此, 对于所有的 i 等号都成立.
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证明.
因此胞腔 Wi(h1) 和 Wi(h2) 彼此相位似, 又因为相应的体积相
等, 因此彼此相差一个平移. 又因为邻接条件, 两个胞腔分解相差
一个平移. 考虑到 Ω 固定, 边界胞腔体积相同, 则两个胞腔分解
重合, 由此得到 P(h1) 和 P(h2) 相差一个垂直平移. 最后由高度
向量的归一化条件, 我们得到 h1 = h2. 由此得到映射 φ 是单
射.
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证明.
条件 3. 由构造方法, 我们可以直接证明投影体积 wi(h) 是高度向
量的 d 次多项式, 由此映射 φ(h) = A(h) 是连续映射.
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证明.
条件 4. 如果存在一个序列 {hi} ⊂ A, 其像为 {Ai} ⊂ B,
φ(hi) = Ai. 同时当 j → ∞ 时, 序列 {Aj} 收敛于 A. A 中的归一
化条件

∑n
i=1 hi = 0 可以等价地修改为 h1 = 0, 那么对于任意的

支持平面 πk(h), π1(h) 和 πk(h) 交线的投影落在紧集 Ω 内, 故 hk
上下有界, hk ∈ [αk, βk]. 因此我们得到 A 是有界的,

A ⊂ {0} × [α1, β1]× [α2, β2]× · · · × [αn, βn].

因此序列 {hi}存在收敛子列 {hnk}, limk→∞ hnk = h, 于是我们有

A = lim
k→∞

Ank = lim
k→∞

φ(hnk) = φ( lim
k→∞

hnk) = φ(h),

这就证明了闭图像条件.
由 Alexandrov 映射引理, 映射 φ : A → B 是满射, 即拓扑同胚.
这就证明了 Alexandrov 多面体的存在性和唯一性定理.
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参考教材 2

图: 教课书《最优传输理论和计算》.



最优传输理论的历史位置 3

▶ 在深度学习之前，我们通过微分方程来理解世界；
▶ 在深度学习之后，我们通过概率统计来理解世界；
▶ 在最优传输理论中，我们通过微分方程来理解概率统计。



最优传输理论口诀 4

最优传输的几何观点口诀：

▶ 代价变换支撑
▶ 支撑包络势能
▶ 势能微分映射
▶ 映射对偶凸壳



Minkowski 问题 5

Minkowski 问题
给定 k 单位向量 n1, · · · ,nk 不
包含在 Rn 的半空间内，
A1, · · · ,Ak > 0，满足

k∑
i=1

Aini = 0,

找到一个紧的凸多面体 P，具有
k 个余维数为 1 的面
F1, · · · ,Fk，满足 Fi 的体积等于
Ai，Fi 的法向量等于 ni.

ni

FiAi

图: Minkowski 问题。
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定理 (Minkowsi)
凸多面体 P 存在，并且直至相
差一个平移唯一。

ni

FiAi

图: Minkowski 问题。
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定理 (Alexadnrov 1950)
Ω 是 Rn 中的紧凸区域，
p1, . . . , pk 是 Rn 中不同的向量，
A1, . . . ,Ak > 0，满足∑

Ai = vol(Ω)，那么存在凸的
分片线性函数，直至相差一个常
数唯一，

u(x) = kmax
i=1

〈pi, x〉 − hi,

满足

vol(Wi) = Ai, Wi = {x|u(x) = pi}.

Ω
Wi

Fi

πj

uh(x)

图: Alexandrov 定理.



半离散最优传输映射 8

图: 离散最优传输映射。
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图: 离散最优传输映射。
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欢喜佛曲面 黎曼映照

图: 共形映射。
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黎曼映照 最优传输映射



半离散最差传输映射 12

黎曼映照 最差传输映射
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Brenier 势能 Legendre 对偶
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Brenier 势能 Legendre 对偶



最优、最差传输映射比较 15

共形映射 最优映射 最差映射
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令 K ⊂ Rd 为一个包含原点的有界开凸域, 用极坐标将边界 ∂K
参数化:

∂K = {ρ(x)x : x ∈ Sd−1, ρ : Sd−1 → R+}.

定义 (次法向量映射)
对任意一个点 z ∈ ∂K, 次法向量映射将点 z 映射到单位球面上的
闭集, z 7→ NK(z),

NK(z) :=
{

y ∈ Sd−1 : K ⊂ {w : 〈y,w − z〉 ≤ 0}
}
. ♦ (1)
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K

ρ(x)x ∈ ∂K

x ∈ Sd−1

NK(z2)

NK(z1)

z1

z2

o

图: 给定一个凸集 K 3 0, 我们用极坐标来参数化它的边界, 极坐标用映
射 ρ : Sd−1 → R+ 来表示. 给定一个点 z ∈ ∂K, 集合 NK(z) 由所有在 z
处的外法向量构成. 当 K 在点 z 有唯一的切平面 (比如点 z2), Nk(z) 是
独点集 (singleton). 如果 z 是一个角点, 则 NK(z) 包含多个元素 (比如
z1).



Gauss 映射 18

定义 (Gauss 映射)
多值的 Gauss 映射 GK : Sd−1 → Sd−1, 定义如下:

GK(x) := NK(ρ(x)x).

定义 Gauss 曲率测度:

µK(E) := Hd−1(GK(E)), ∀ Borel 集合 E ⊂ Sd−1.

其中 Hd−1 表示 Sd−1 上的 d − 1 维 Hausdorff 测度.
可以证明 µK 是一个 Borel 测度.
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问题 (Minkowski I)
在球面 Sd−1 上给定一个 Borel 测度 ν, 我们能否找到一个有界
开凸集 K 3 0, 使得 ν = µK?

ρ

GK
NK

S2

S2

∂K

NK(z)

z

K

图: Minkowski 问题 I.
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定义 (球面凸集和极集)
令球面子集 ω ⊂ Sd−1, 我们说 ω 是凸的, 如果锥

R+ω := {tx : t > 0, x ∈ ω}

是凸的. 我们把 ω 极集 (polar set) 定义为

ω∗ := {y ∈ Sd−1 : 〈x, y〉 ≤ 0, ∀x ∈ ω}.
定理 (Minkowski I)
令 ν 为 Sd−1 上的一个 Borel 测度. 则存在有界凸域 K, 使得

ν = µK ⇐⇒
{

(a) ν(Sd−1) = Hd−1(Sd−1);
(b) ν(Sd−1 \ ω) > Hd−1(ω∗),∀ω ⊊ Sd−1 是紧且凸的.

此外, 若 K 存在, 则不同的解之间相差一个扩张 (dilation).
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定理 (Minkowski 解的正则性)
设 K ⊂ R3 是一个含有原点的有界开凸域, 假设 µK = fdH2, 密
度函数 f : S2 → R+ 有界, 则 ∂K 是 C1 的.
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y

ρ(x)x

ρ(x)〈x, y〉

h(y)

S

图: 广义 Legendre 变换, h(y) = max{ρ(x)〈x, y〉, x ∈ Sd−1}.
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定义 (球面 Legendre 对偶)
给定 Rd 中的一张凸超曲面, 其极坐标表示为
S := {ρ(x)x : x ∈ Sd−1, ρ : Sd−1 → R+}, 其球面 Legendre 对偶为
S∗ := {h(y)y : y ∈ Sd−1, h : Sd−1 → R+}, 其中

h(y) := sup
x∈Sd−1

ρ(x)〈x, y〉. (2)

对称地, S = (S∗)∗, 并且

ρ(x) = inf
y∈Sd−1

h(y)
〈x, y〉 , (3)

或者等价地,

ρ−1(x) = sup
y∈Sd−1

h−1(y)〈x, y〉.
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口诀
代价变换支撑，支撑包络势能；

u u∗

∇u

Wi
pi

πi
π∗i

Ω, T
Ω∗, T ∗

proj proj∗

图: 欧氏空间的 Legendre 对偶.
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口诀
势能微分映射；映射对偶凸形。

u u∗

∇u

Wi
pi

πi
π∗i

Ω, T
Ω∗, T ∗

proj proj∗

图: 欧氏空间的 Legendre 对偶. 支撑面 〈p, x〉 − h = 0 ，对偶点 (p, h).
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口诀
支撑包络势能；势能微分映射，映射对偶凸形。

图: 球面的 Legendre 对偶. 支撑面 〈ρ(x), y〉 = h，对偶点 h−1y
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球面 Legendre 对偶公式两边同取对数, 得到

log ρ(x) = inf
y

{
− log〈x, y〉 − log 1

h(y)

}
, (4)

且
log 1

h(y) = inf
x
{− log〈x, y〉 − log ρ(x)} . (5)

我们可以定义损失函数 c : Sd−1 × Sd−1 → R+ ∪ {0},

c(x, y) := − log〈x, y〉, (6)

则上式表示 log ρ(x) 与 − log h(y) 互为对方的 c-变换:

(log ρ(x))c = log 1

h(y) 和
(

log 1

h(y)

)c̄
= log ρ(x).
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证明.
Minkowski 问题 I 可以重新表述为最优传输问题: 在 Sd−1 上给
定 Borel 测度 ν, 找到一个最优传输映射
T : (Sd−1,Hd−1) → (Sd−1, ν),

min
T#Hd−1=ν

∫
Sd−1

− log〈x,T(x)〉dHd−1.

这等价于对偶问题:

max
{∫

Sd−1

φ(x)dHd−1(x) +
∫
Sd−1

φc(y)dν(y), φ ∈ c-conv
(
Sd−1

)}
.

代价函数 − log〈x, y〉 是连续的, 球面 Sd−1 是一个紧度量空间, 所
以根据（DP）定理, 存在一个解 (φ,φc) = (ρ(x), 1/h(y)).
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假设 S 是一个光滑的严格凸曲面，它的 Gauss 映射 Nk : S → S2
是可逆的, 我们可以用 Gauss 球面来参数化曲面，记为 S(y)，
y ∈ S2. 曲面在 S(y) 处的法向量为 y，Gauss 曲率为 K(y).
Gauss 曲率满足条件：∫

S2

y
K(y)dAS2(y) = 0.

曲面的面元为：

dν = dAS(y) =
1

K(y)dAS2(y).

即 Gauss 映射将曲面面元 dAS 推前到 Gauss 球面上的测度 ν，
密度为 K(y)−1.
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问题 (Minkowski I)
给定球面上的测度 ν，满足∫

S2
ydν(y) = 0,

寻找凸曲面 S(y)，使得 dν 为曲面 S 的面元。设 ν 的密度函数
为 dν = 1

K(y)dAS2，曲面在 S(y) 点的法向量等于 y，Gauss 曲率
等于 K(y)。
在 Minkowski 问题 I 中，曲面具有极坐标表示 ρ(x)x，x ∈ S2；
在 Minkowski 问题 I 中，曲面被 Gauss 球面参数化，即被法向
量参数化。
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我们可以通过 Dirac 分布和来近似测度 ν. 构造球面的一个胞腔
分解 T ,

S2 =
n∪

i=1

Wi,

对每个 Wi, 计算向量

vi =

∫
Wi

y
K(y)dAS2 ,

令 Ai = |vi| 并且 yi = vi/Ai, 则基于 {(Ai, yi)}n
i=1, 求解离散

Minkowski 问题，得到凸多面体 P, 其第 i 个面的法向量等于 yi,
面积等于 Ai.
若构造胞腔分解序列 T1, T2, . . . , Tn, . . . , 胞腔的直径均匀单调地
趋于 0, 则存在相应的凸多面体序列 P1,P2, . . . ,Pn, . . . 收敛于光
滑凸曲面 S.
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一个光照系统由位于 O 处的点光源和一个反射曲面 Γ 组成，

Γρ = {xρ(x); x ∈ Ω}, ρ > 0, (7)
入射光线都落在输入域 Ω 中. 反射镜面将入射光线进行反射, 如
果只考虑远场 (far field) 问题, 则可只关注反射光线的方向. 所
有反射射线的方向都落在输出域 Ω∗ 之中.

yk

Ω Ω∗

gk

I

Γ = ρyk,ck

S2

O

z

n

图: 照明系统的设计问题.
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图: 左帧是初始的远场图像, Lena 相片; 右帧是计算模拟的反射图像.
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图: Lena 相片的反射曲面.
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图: 左帧是初始的远场图像, Monge 相片; 右帧是计算模拟的反射图像.
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图: Monge 相片的反射曲面.
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设 f 为输入域 Ω 的照明强度 (illumination), 即 O 中的射线分布,
设 g 是输出域 Ω∗ 的照明强度. 假设反射过程中没有能量损失,
根据能量守恒定律, 我们有∫

Ω
f =

∫
Ω∗

g. (8)
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令一条光线从光源出发, 沿着方向 x ∈ Ω 传播, 与镜面相交于点
z = xρ(x) ∈ Γρ, 则反射光线的方向由反射定律所决定,

T(x) = Tρ(x) = ∂ρ(x) = x − 2〈x,n〉n, (9)

其中 n 是反射曲面 Γρ 在点 z 处的外法向量, 〈x,n〉 表示欧氏内
积. 根据能量守恒定律, T 是保测度的映射, 即∫

T−1(E)
f =

∫
E

g, ∀ Borel 集合 E ⊂ Ω∗. (10)

满足自然的边界条件是

Tρ(Ω) = ∂ρ(Ω) = Ω∗. (11)
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由保测度条件, 我们可以获得反射系统的偏微分方程. 实际上, 在
x ∈ Ω 处, 映射 T 的 Jacobi 行列式等于 f(x)/g(T(x)), 在 S2 上的
一个局部正交坐标系中, 得出方程的局部表示

Lρ = η−2 det(−∇i∇jρ+2ρ−1∇iρ∇jρ+(ρ−η)δij) = f(x)/g(T(x)),
(12)

这里 ∇ 是协变量导数, η = (|∇ρ|2 + ρ2)/2ρ, 且 δij 是 Kronecker
函数. 这是一个极度复杂、完全非线性的 Monge-Ampère 型偏微
分方程, 一个自然的边界条件是

Tρ(Ω) = ∂ρ(Ω) = Ω∗. (13)
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问题 (反射曲面设计)
给定球面区域 Ω, Ω∗ ⊂ S2, 以及密度函数 f : Ω → R+ 和
g : Ω∗ → R+, 找到反射曲面 Γρ, 以使反射映射 Tρ 满足保测度条
件和自然边界条件.
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x

ρ(x)

图: 抛物面的径向表示为 ρ(x) = C/(1− 〈x, y〉), 其中 y 为轴方向.

旋转抛物面的反射特性: 进入旋转抛物面的光线, 如果平行于旋
转轴, 则都被反射到焦点, 反之亦然.
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定义 (支撑抛物面)
令 ρ ∈ C(Ω) 是正函数, Γρ = {xρ(x) : x ∈ Ω} 表示 ρ 的径向图.
我们称 Γp 是 ρ 在 x0ρ(x0) ∈ Γρ 点的一个支撑抛物面, 其中
p = py,C, 如果有{

ρ(x0) = py,C(x0),
ρ(x) ≤ py,C(x), ∀x ∈ Ω.

♦ (14)

定义 (可容许函数)
称 ρ 是可容许函数 (admissible function), 如果在其径向图 Γρ 的
任意点处都有支撑抛物面.
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定义 (次微分)
令 ρ 为可容许函数, 次微分 (subdifferential) 是一个集值映射
∂ρ : Ω → S2: 对于任意 x0 ∈ Ω, ∂ρ(x0) 是这样的点 y0 的集合, 使
得存在某个正数 C > 0, py0,C 是 ρ 在点 x0 的支撑抛物面,

∂ρ(x) =
{

y ∈ Ω∗ : ∃ C > 0 使得抛物面 py,C 在点 x 处支撑 ρ
}
.

定义 (广义 Alexandrov 测度)
通过次微分映射 ∂ρ , 我们引入 Ω 中的测度 µ = µρ,g , 其中
g ∈ L1(S2) 是球面上的非负可测函数, 使得对于任何 Borel 集
E ⊂ Ω,

µρ,g(E) =
∫
∂ρ(E)

g(x)dx. (15)

µρ,g 称为广义 Alexandrov 测度.
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定义 (广义解)
可容许的函数 ρ 称为反射系统球面 Monge-Ampère 方程的广义
解, 如果作为测度

µρ,g = fdx.

等价地, 对于任意的 Borel 集 E ⊂ Ω, 都有∫
E

f =
∫
∂ρ(E)

g. (16)

进一步, 若 ρ 满足

Ω∗ ⊂ ∂ρ(Ω), |{x ∈ Ω : f(x) > 0 且 ∂ρ(x)− Ω∗ 6= ∅}| = 0, (17)

则 ρ 是具自然边界条件 Tρ(Ω) = Ω∗ 的球面 Monge-Ampère 方
程 Lρ = f/g ◦ T 的广义解.
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θ

Γρ

y

x

C1
1−〈x,y〉

C2
1−〈x,y〉

C3
1−〈x,y〉

图: 广义 Legendre 变换.
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设 ρ 是可容许的, 固定一个方向 y ∈ S2, 存在一个支撑抛物面以
y 为轴方向, 表示为 py,c. 也就是说, 抛物面的径向表示为 c

1−⟨x,y⟩ ,
且在 ρ(x)x 处支撑 Γρ. 那么如图所示, 对于任意轴向为 y、与 Γρ

相交的抛物线 py,c̃, 我们都有 c̃ ≤ c.
设 Γρ 与抛物面 py,c̃ 在 ρ(x)x 处相交, 则我们有 ρ(x) = c̃

1−⟨x,y⟩ ,
c̃ = ρ(x)(1− 〈x, y〉). 因此我们得到

c(y) = sup
x∈Ω

ρ(x)(1− 〈x, y〉) ⇐⇒ 1

c(y) = inf
x∈Ω

1

ρ(x)(1− 〈x, y〉) ,

我们将其表示为 η : Ω∗ → R+, η(y) = 1/c(y).
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定义 (广义 Legendre 变换)
假设 ρ 是 Ω 的可容许函数, ρ 关于函数 1

1−⟨x,y⟩ 的广义 Legendre
变换 (generalized Legendre transform) 是定义在 S2 上的函数 η,

η(y) = inf
x∈Ω

1

ρ(x)(1− 〈x, y〉) . ♦ (18)
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对于任意固定的 y0 ∈ Ω∗, 令其下确界在点 x0 ∈ Ω 处取得, 由此
有

η(y0)ρ(x0) =
1

1− 〈x0, y0〉
, (19)

对于一般的 x ∈ Ω 和 y ∈ Ω∗,

ρ(x)η(y) ≤ 1

1− 〈x, y〉 , (20)

并且我们知道 py0,C(x) = C
1−⟨x,y0⟩ 是 ρ 位于 x0 处的支撑抛物面,

px0,C(y) = C
1−⟨x0,y⟩ 是 η 在点 y0 处的支撑抛物面.
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进一步得到：
y0 ∈ ∂ρ(x0) ⇐⇒ x0 ∈ ∂η(y0).

特别地, 当 η 的广义 Legendre 变换限制在 Ω 上时, 就是 ρ 自身,

ρ∗∗ = ρ.

更进一步, 如果 ρ 光滑且满足 Monge-Ampère 方程 (12), 则次微
分映射 ∂η 是 ∂ρ 的逆映射. 因此, η 满足方程

Lρ =
f(x)

g(∂ρ(x)) , Lη =
g(y)

f(∂η(x)) , (21)
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定理 (反射曲面设计问题解的存在唯一性)
假设 Ω 和 Ω∗ 分别是包含在北半球和南半球中的连通域, f 和 g
是有界正函数,

∫
Ω f(x) =

∫
Ω∗, 那么存在一对函数 (φ1, ψ1) 极大化

下述能量,

sup
{∫

Ω
φ(x)f(x)dx +

∫
Ω∗
ψ(y)g(y)dy, φ(x) + ψ(y) ≤ c(x, y)

}
,

(22)
其中

c(x, y) = − log(1− 〈x, y〉), (23)

〈x, y〉 是 R3 中的内积, 使得 ρ1 = eφ1 是满足自然边界条件
∂ρ1(Ω) = Ω∗ 的球面 Monge-Ampère 方程 Lρ1 = f/g ◦ ∂ρ1 的解,
并且所有这样的解 ϕ1 彼此相差一个常数.



反射曲面设计问题解的存在唯一性 51

证明.
反射曲面设计问题是一个最优传输问题，根据对偶问题 (DP) 解
的存在唯一性定理，我们得到存在 Kantorovich 势能函数对
(φ,ψ)，ψ = φc，φ = ψc̄，并且 φ 在相差一个常数的意义下唯一。
令 x0 ∈ Ω 是 φ 的可微点，令 y0 ∈ Ω∗ , 使得{

φ(x0) = c(x0, y0)− ψ(y0)
φ(x) ≤ c(x, y0)− ψ(y0), ∀x ∈ Ω.

这时，ρ = eφ，抛物面

p(x) = exp(c(x, y0)− ψ(y0)) =
C

1− 〈x, y0〉
,C = exp(−ψ(y0)).

那么 p(x) 在 x0 点处支撑 Γρ。
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证明.
Γρ 是支撑抛物面的内包络，ρ 几乎处处可微。注意，在 ρ 的可
微点上，支撑抛物面是唯一的，因此 y0 是唯一的. 因此，最优传
输方案这时成为最优传输映射 Tρ : Ω → Ω∗。
抛物面 p(x) 和 Γρ 在切点处法向量相同，由抛物面的反射特性，
我们有

y0 = Tρ(x0) = Tp(x0) = x0 − 2〈x0,n〉n.

因为 Tρ 保测度，满足球面 Monge-Ampère 方程，Lρ = f/g ◦ ∂ρ，
并且满足边界条件 Tρ(Ω) = Ω∗.
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图: 折射系统的设置.
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设 n1 和 n2 分别为两种均匀、各向同性介质 I 和 II 的折射率.
假设从介质 I 中的点 O 发出强度为 f(x) 的光, 沿着方向
x ∈ Ω ⊂ S2. 如图所示, 我们希望构造一个具有径向表示的折射曲
面 Γρ,

Γρ = {xρ(x); x ∈ Ω}, ρ > 0, (24)

Γρ 分离介质 I 和 II, 使得所有被 Γρ 折射到介质 II 中的光线方
向都落在 Ω∗ ⊂ R2 中, 并且沿着方向 y ∈ Ω∗ 的光线照明强度等
于 g(y), 这里球面函数 g : Ω∗ → R 被事先规定.
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假设折射中没有能量损失, 则根据能量守恒定律,∫
Ω

f(x)dx =

∫
Ω∗

g(y)dy. (25)

从 O 出发到达点 xρ(x) ∈ Γρ 的射线, 这里 x ∈ Ω, 其折射射线的
方向为

T(x) = Tρ(x) = ∂ρ(x). (26)

根据能量守恒, T 是保测度映射, 即∫
T−1(E)

f(x)dx =

∫
E

g(y)dy, ∀ Borel 集 E ⊂ Ω∗, (27)

具有自然边界条件

Tρ(Ω) = ∂ρ(Ω) = Ω∗. (28)
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问题 (设计折射镜面)
令 n1 和 n2 分别为两种均质和各向同性介质 I 和 II 的折射率.
给定球面区域 Ω,Ω∗ ⊂ S2, 密度函数 f : Ω → R+ 和
g : Ω∗ → R+, 找到折射镜表面 Γρ, 将两种介质分开, 这样折射映
射 Tρ (26) 满足保测度条件 (27) 和边界条件 (28).
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θ1

θ2

Γ

n1v1

n2v2

I

II

p

x
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n1 sin θ1 = n2 sin θ2
n

图: Snell 折射定律.

v1 和 v2 是介质 I 和 II 中的光
度，n1 = c/v1, n2 = c/v2 为折
射指数. 如果一束方向为
x ∈ Sn−1 的光线穿过介质 I 在点
p 处命中 Γ, 折射进入介质 II, 折
射射线的方向为 y ∈ Sn−1, 则
Snell 定律断言

n1 sin θ1 = n2 sin θ2,

这里 θ1 是入射角, θ2 是 折射角,
而 n 是 Γ 在 p 处的法向单位,
指向介质 II. 向量 x, n 和 y 是
共面的.
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定义 (具有均匀折射特性的曲面)
曲面使从点 O 发出的所有光线都折射到某个固定方向。
κ = n2/n1, 当 κ < 1, 由于折射的物理约束，半椭球面 ey,b 由下
式给出

ey,b =

{
ρ(x)x : ρ(x) = b

1− κ〈y, x〉 , x ∈ Sn−1, 〈x, y〉 ≥ κ

}
. (29)

当 κ > 1. 由于折射的物理约束, 双叶旋转双曲面的一叶,

hy,b =

{
ρ(x)x : ρ(x) = b

κ〈y, x〉 − 1
, x ∈ Sn−1, 〈x, y〉 ≥ 1/κ

}
.

(30)
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引理
设 n1 和 n2 分别是两种介质 I 和 II 的折射率, 并且 κ = n2/n1.
假设原点 O 在介质 I 内, 而 ey,b, hy,b 分别由 (29) 和 (30) 所定
义, 我们有:
如果 κ < 1 并且 ey,b 是两种介质 I 和 II 的界面, ey,b 将所有从
O 发出的光线折射进入介质 II, 折射为方向 y.
如果 κ > 1 并且 hy,b 是两种介质 I 和 II 的界面, hy,b 将所有从
O 发出的光线折射进入介质 II, 折射为方向 y.
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图: 双叶双曲面。
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定义 (支撑椭球面)
令 ρ ∈ C(Ω) 为正函数, 并令 Γρ = {xρ(x) : x ∈ Ω} 表示 ρ 的径向
图. 令 e = ey,c 是一个旋转椭球面, 其径向图为 Γe. 如果我们有{

ρ(x0) = ey,c(x0),
ρ(x) ≤ ey,c(x), ∀x ∈ Ω,

(31)

则称 Γe 是 ρ 在点 x0ρ(x0) ∈ Γρ 处的支撑椭球面. 如果径向图 Γρ

在任意点处都有支撑椭球面, 则称 ρ 是可容许的.

定义 (次微分)
令 ρ 为可容许函数. 我们定义一个集值映射 ∂ρ : Ω → S2, 即所谓
的次微分. 对于任意 x0 ∈ Ω, ∂ρ(x0) 是这样的点 y0 的集合, 使得
存在 c > 0, ey0,c 是 ρ 在点 x0 处的支撑椭球面.
对任意子集 E ⊂ Ω, 我们定义 ∂ρ(E) =

∪
x∈E ∂ρ(x).
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设 g ∈ L1(S2) 是非负的可测函数, 定义测度 µ = µρ,g, 使得

µρ,g(E) =
∫
∂ρ(E)

g(x)dx, ∀ Borel E ⊂ Ω (32)

定义 (广义解)
可容许函数 ρ, 如果作为测度 µρ,g = fdx, 则∫

E
f =

∫
∂ρ(E)

g, ∀ Borel E ⊂ Ω (33)

更进一步, 如果 ρ 还满足

Ω∗ ⊂ ∂ρ(Ω), |{x ∈ Ω : f(x) > 0 且 ∂ρ(x)− Ω∗ 6= ∅}| = 0, (34)

则称 ρ 是具有自然边界条件的球面蒙日-安培方程的广义解.
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Γρ

x

y

c∗
1−κ〈x,y〉

c2
1−κ〈x,y〉

c1
1−κ〈x,y〉

ρ2

ρ1

ρ(x) = c∗
1−κ〈x,y〉

图: 广义 Legendre 变换.
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在所有以 y 为轴向, 且与 Γρ 相交的椭球面 ey,c 中, c ≤ c∗. 假设
Γρ 与椭球面 ey,c 相交, 则在交点处我们有 ρ(x) = c

1−κ⟨x,y⟩ ,
c = ρ(x)(1− κ〈x, y〉), 因此我们得到

c∗(y) = sup
x∈Ω

ρ(x)(1− κ〈x, y〉) ⇐⇒ 1

c∗(y) = inf
x∈Ω

1

ρ(x)(1− κ〈x, y〉) .

1/c∗(y) 是 y 的函数, 我们将其记作 η : Ω∗ → R+.

定义 (广义 Legendre 变换)
设 ρ 是定义在 Ω 上的可容许函数. ρ 关于函数 1

1−κ⟨x,y⟩ 的广义
Legendre 变换是定义在 S2 上的函数 η, 由下式给出

η(y) = inf
x∈Ω

1

ρ(x)(1− κ〈x, y〉) . ♦ (35)
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记 Ω∗ = ∂ρ(Ω). 对于任何固定的 y0 ∈ Ω∗, 令 (35) 在 x0 ∈ Ω 达
到最小值, 则

η(y0)ρ(x0) =
1

1− κ〈x0, y0〉
, (36)

对一般条件下的 x ∈ Ω 和 y ∈ Ω∗,

ρ(x)η(y) ≤ 1

1− κ〈x, y〉 . (37)

我们有
y0 ∈ ∂ρ(x0) ⇐⇒ x0 ∈ ∂η(y0).

特别地, η 的广义 Legendre 变换, 限制在 Ω 之上时, 又是 ρ 自身,

η∗∗ = η, ρ∗∗ = ρ.

∂η−1 = ∂ρ, ∂ρ−1 = ∂η
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定理
设 Ω 和 Ω∗ 是 Sn−1 中的两个区域, 则发射光束的照明强度由在
Ω 上的正有界函数 f(x) 给出, 折射光束的规定照明强度由 Ω∗ 上
的正有界函数 g(y) 给出. 假设 |∂Ω| = 0 并且满足物理约束

inf
x∈Ω,y∈Ω∗

〈x, y〉 ≥ κ. (38)

进一步, 假设总能量守恒∫
Ω

f(x)dx =

∫
Ω∗

g(y)dy > 0, (39)

其中 dx, dy 表示 Sn−1 上的曲面测度. 那么, 存在一个弱解 Γρ,
对 κ < 1 具有发射照明强度 f(x) 和规定的折射照明强度 g(y).
这样的解 Γρ 彼此相差一个相似变换.
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证明.
由最优传输理论的对偶问题, 可以证明存在一对函数 (ϕ1, ψ1), 在
相差一个常数的意义下唯一, 最大化如下问题

sup{I(u, v) : (u, v) ∈ K},

其中

I(u, v) =
∫
Ω

f(x)u(x)dx +
∫
Ω∗

v(y)g(y)dy,

K =
{
(u, v) ∈ (C(Ω),C(Ω∗)) : u(x) + v(y) ≤ c(c, y),∀x ∈ Ω, y ∈ Ω∗} ,

c(x, y) = − log(1− κ〈x, y〉),

这里 〈x, y〉 是 Rn 上的内积, 使得 ρ1 = eϕ1 是具有自然边界条件
的蒙日-安培方程的解.
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定理
设 Ω 和 Ω∗ 是 Sn−1 上的两个区域, 则发射光束的照明强度由在
Ω 上的正有界函数 f(x) 给出. 折射光束的规定照明强度由在 Ω∗

上的正有界函数 g(y) 给出. 假设 |∂Ω| = 0 并且满足物理约束

inf
x∈Ω,y∈Ω∗

〈x, y〉 ≥ 1

κ
. (40)

进一步, 假设总能量守恒∫
Ω

f(x)dx =

∫
Ω∗

g(y)dy > 0, (41)

其中 dx, dy 表示 Sn−1 上的曲面测度. 那么存在一个弱解 Γρ ,
对于 κ > 1 具有发射照明强度 f(x) 和规定的折射照明强度 g(y).
这样的解 Γρ 彼此相差一个相似变换.
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该证明类似于 κ < 1 的情况, 但是代价函数被修改为

c(x, y) = − log(κ〈x, y〉 − 1). (42)



仿真结果 70

图: 基于最优传输的折射透镜设计。
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1. 保面积参数化；
2. Minkowski 问题 I;
3. 折射透镜设计 κ < 1；
4. 折射透镜设计 κ > 1；
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源测度 (Ω, µ)，目标测度 (Ω∗, ν)，代价函数 c(x, y)，Kantorovich
势能函数 (φ,ψ)，密度函数 dµ(x) = f(x)dx，dν(y) = g(y)dy,

sup
{∫

Ω
φf +

∫
Ω∗
ψg : φ⊕ ψ ≤ c

}
ψ(y) = φc, φ(x) = ψc̄

代价 c(x, y) 支撑 c(x, y)− ψ(y) 势能 φ = infy c(x, y)− ψ(y)
1 ⟨x, y⟩ ⟨x, y⟩ − ψ(y) φ(x) = supy⟨x, y⟩ − ψ(y)
2 − log⟨x, y⟩ e−ψ(y)

⟨x,y⟩ ρ(x) = eφ(x) = infy
e−ψ(y)

⟨x,y⟩

3 − log(1− κ⟨x, y⟩) e−ψ(y)

1−κ⟨x,y⟩ ρ(x) = eφ(x) = infy
e−ψ(y)

1−κ⟨x,y⟩

4 − log(κ⟨x, y⟩ − 1) e−ψ(y)

κ⟨x,y⟩−1
ρ(x) = eφ(x) = infy

e−ψ(y)

κ⟨x,y⟩−1
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映射 支撑 c(x, y)− ψ(y) Legendre 对偶
∇xc(x,T(x)) = ∇φ(x) ψ(y) = infx c(x, y)− φ(x)

1 T(x) = ∇φ(x) 平面 ψ(y) = supx⟨x, y⟩ − φ(x)
2 T(x) = n(x) 平面 η(y) = eψ(y) = infx

e−φ(x)

⟨x,y⟩

3 n(x) = x−κT(x)
|x−κT(x)| 旋转椭球面 η(y) = eψ(y) = infx

e−φ(x)

1−κ⟨x,y⟩

4 n(x) = x−κT(x)
|x−κT(x)| 旋转双叶双曲面 η(y) = eψ(y) = infx

e−φ(x)

κ⟨x,y⟩−1
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