
D
ra
ft对于一个单形𝜎，我们可以将其看成重心𝜎̂关于边界𝜕𝜎的锥，所以其上的点

可以表达为𝑥 = (1− 𝑡)𝑦 + 𝑡𝜎̂, 𝑦 ∈ 𝜕𝜎, 0 ≤ 𝑡 ≤ 1，令

𝜑𝜎 : 𝜕𝜎 × [0, 1) −→ 𝜎, 𝜑𝜎(𝑦, 𝑡) = (1− 𝑡)𝑦 + 𝑡𝜎̂. (22)

这时像集Im(𝜑𝜎) = 𝜎 r 𝜎̂.

（注. 𝜑𝜎是一个嵌入映射，将𝜎看成带边流形，Im(𝜑𝜎)是边界的领带(collar)。

我们下面是用𝜑𝜎构造多面体的一族子集作为弱拓扑的基，因而把𝜑𝜎看成集

合间的函数。）
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ft设𝐾是一个单纯复形。给定一个单形𝜎 ∈ 𝐾，令

coℱ(𝜎)𝑝 = {𝜏 ∈ 𝐾 | 𝜎 ≤ 𝜏, dim 𝜏 − dim𝜎 = 𝑝}, 𝑝 > 0,

即以𝜎为面维数差是𝑝的单形集，以及coℱ(𝜎) =
∞⋃︀
𝑝=1

coℱ(𝜎)𝑝。

𝜎的余面高度系统为一个函数

𝜖 : coℱ(𝜎) −→ (0, 1), (23)

即对于𝜎的每个真余面配置一个小于1的正数𝜖𝜏。
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ft对于𝜎内点集的任一开子集𝑈 ⊆ Int(𝜎)，以及每个余面高度系统𝜖，我们按下

面步骤构造一个|𝐾| 的子集𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖)：

1) 对于𝜎的余面𝜇，归纳定义：𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖)𝜎 = 𝑈，对𝜏 ∈ coℱ(𝜎)1，

𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖)𝜏 = 𝜑𝜏 (𝑈 × [0, 𝜖𝜏 )),

以及对任一𝜇 ∈ coℱ(𝜎)𝑝+1 (𝑝 ≥ 0)，

𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖)𝜇 =
⋃︁

𝜏 ∈ coℱ(𝜎)𝑝

𝜏 < 𝜇

𝜑𝜇(𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖)𝜏 × [0, 𝜖𝜇)),
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2) 令

𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖) =
⋃︁

𝜏∈coℱ(𝜎)

𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖)𝜏 ⊆ |𝐾|.
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ft依上述归纳构造，给定一个单形𝜎，𝜎中的一个开子集𝑈 ⊆ Int(𝜎)，以及𝜎的一

个余面高度系统𝜖，我们有一个确定的构造𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖)及其关联的系

统𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖)𝜏 (𝜏 ≥ 𝜎)；我们称𝐵 = 𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖) 为一个余面基元素，

称𝜎 = 𝜎(𝐵)为𝐵的初始单形，

𝑈 = 𝑈(𝐵)为𝐵的底部，𝜖 = 𝜖(𝐵)为𝐵 的余面高度系统，

称𝒮(𝐵) = {𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖)𝜏 | 𝜏 ≥ 𝜎}为一个余面基系统或余面基元素𝐵的系统。

所有余面基元素全体记为ℬ，称之为弱拓扑的余面基。
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ft对单形𝜎的两个余面高度系统𝜖与𝜖′，如果𝜖𝜏 < 𝜖′𝜏（任一𝜏 > 𝜎），我们记

为𝜖 < 𝜖′；对于0 < 𝑡 < 1，余面高度系统𝑡𝜖 定义为：对于任

一𝜏 > 𝜎，(𝑡𝜖)𝜏 = 𝑡 · 𝜖𝜏。
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ft余面引理(Co-face Lemma)

设𝐾是一个单纯复形。

(1) 余面基系统𝒮(𝐵) = {𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖)𝜏 | 𝜏 ≥ 𝜎}满足性质：

𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖)𝜏 = 𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖) ∩ 𝜏 (𝜏 ≥ 𝜎).

(2) 设𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖), 𝐵(𝜎′, 𝑈 ′, 𝜖′) ∈ ℬ。

(i) 当𝜎 ̸≥ 𝜎′或𝜎′ ̸≥ 𝜎（即𝜎与𝜎′ 没有面或余面关系）时，

𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖) ∩𝐵(𝜎′, 𝑈 ′, 𝜖′) = ∅.

ii) 当𝜎′ ≥ 𝜎时，

𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖) ∩𝐵(𝜎′, 𝑈 ′, 𝜖′) = 𝐵(𝜎′, 𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖)𝜎′ ∩ 𝑈 ′, 𝜖′′),

这里，对𝜏 > 𝜎′，𝜖′′𝜏 = min{𝜖𝜏 , 𝜖′𝜏}. 特别地，当𝜎′ ≥ 𝜎时,

𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖) ∩𝐵(𝜎′, 𝑈 ′, 𝜖′) = ∅当且仅当𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖)𝜎′ ∩ 𝑈 ′ = ∅。
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ft(3) 每个余面基元素𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖)为|𝐾|（带弱拓扑）的一个开子集。

(4) 在一个余面基系统𝒮(𝐵) = {𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖)𝜏 | 𝜏 ≥ 𝜎}，对
于𝜇 ∈ coℱ(𝜎)𝑝+1 (𝑝 ≥ 0)，

𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖)𝜇 =
⋃︁

𝜏 ∈ coℱ(𝜎)𝑝

𝜏 < 𝜇

𝜑𝜇(𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖)𝜏 × [0, 𝜖𝜇]),

以及

𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖) =
⋃︁
𝜏≥𝜎

𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖)𝜏 .

(5) 对两个余面基元素𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖)与𝐵(𝜎, 𝑉, 𝜖′)，如果𝜖 < 𝜖′以及𝑈̄ ⊆ 𝑉，则

𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖) ⊆ 𝐵(𝜎, 𝑉, 𝜖′).

特别地，对于固定0 < 𝑡 < 1，𝐵(𝜎, 𝑈, 𝑡𝜖) ⊆ 𝐵(𝜎, 𝑉, 𝜖)。

(6) 余面基元素集族ℬ是|𝐾|的弱拓扑的一个基。

Jie Wu (BIMSA) 192 / 358



D
ra
ft证明

（1）与（2）由余面基元素的定义直接得到。

（3）对于𝐾中的任一单形𝜏，如果𝜏 不是𝜎 的一个余面，

则𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖) ∩ 𝜏 = ∅是𝜏的开子集；如果𝜏是𝜎的一个余面，依定

义，𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖) ∩ 𝜏 = 𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖)𝜏是𝜏的开子集。所以𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖)是|𝐾|的开子集。
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𝐴 =
⋃︁

𝜏 ∈ coℱ(𝜎)𝑝

𝜏 < 𝜇

𝜑𝜇(𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖)𝜏 × [0, 𝜖𝜇]).

则𝐴是𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖)𝜇在𝜇中的闭包: 𝐴是𝜇的闭子集且𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖)𝜇 ⊆ 𝐴，得知

𝐴 ⊇ 𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖)𝜇(这里上横线表示在𝜇中闭包)

反之，由于任一𝜑𝜇(𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖)𝜏 × [0, 𝜖𝜇]) ⊆ 𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖)𝜇，因此𝐴 ⊆ 𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖)𝜇.

因为𝜇是|𝐾|的闭子集，𝐴也是𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖)𝜇在|𝐾|的闭包: 设𝑌为𝑋的闭子

集，𝑍为𝑌的子集。记𝑍为𝑍在𝑋中的闭包，以及𝑍𝑌为𝑍在𝑌中的闭

包。∵ 𝑍 ⊆ 𝑍 ∩ 𝑌，∴ 𝑍𝑌 ⊆ 𝑍 ∩ 𝑌。𝑍𝑌为𝑌的闭子集，存在𝑋 闭子集𝐵使

得𝐵 ∩ 𝑌 = 𝑍𝑌，由𝑍 ⊆ 𝐵知𝑍 ∩ 𝑌 ⊆ 𝐵 ∩ 𝑌 = 𝑍𝑌。(∵ 𝑌是闭子

集，∴ 𝑍 ⊆ 𝑌，∴ 𝑍 = 𝑍𝑌 .)
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ft再讨论𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖)的闭包。显然

𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖) ⊆
⋃︁
𝜏≥𝜎

𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖)𝜏 ⊆ 𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖).

对于任一𝜇 ∈ 𝐾，⎛⎝⋃︁
𝜏≥𝜎

𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖)𝜏

⎞⎠ ∩ 𝜇 =
⋃︁
𝜏≥𝜎

(𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖)𝜏 ∩ 𝜇).

如果𝜏是𝜇的余面，则𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖)𝜏 ∩ 𝜇 = 𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖)𝜇。对于其余的情况，由于

𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖)𝜏 ∩ 𝜇 ⊆ 𝜏 ∩ 𝜇,
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ft只有当𝜏是𝜇的一个面时，交才有可能非空；因为𝜇只有有限个面，上述等式

的右边是𝜇中的有限个闭子集的并，所以⎛⎝⋃︁
𝜏≥𝜎

𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖)𝜏

⎞⎠ ∩ 𝜇

是𝜇的闭子集。从而
⋃︀

𝜏≥𝜎 𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖)𝜏 是|𝐾|的闭集，得

𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖) ⊆
⋃︁
𝜏≥𝜎

𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖)𝜏 .

反过来的包含关系容易检验，因此
⋃︀

𝜏≥𝜎 𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖)𝜏 = 𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖)。
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ft（5）由（4）导出。

（6）我们先复习一下拓扑空间𝑋的基的概念：一族𝑋的ℬ被称为𝑋的某一个

拓扑的基，如果

1 ∀𝑥 ∈ 𝑋，∃𝐵 ∈ ℬ使得𝑥 ∈ 𝐵。

2 ∀𝐵1, 𝐵2 ∈ ℬ以及∀𝑥 ∈ 𝐵1 ∩𝐵2，∃𝐵3 ∈ ℬ使得𝑥 ∈ 𝐵3 ⊆ 𝐵1 ∩𝐵2.

由ℬ生成的拓扑𝒯定义为所有满足下面条件的子集𝑈：∀𝑥 ∈ 𝑈，∃𝐵 ∈ ℬ使
得𝑥 ∈ 𝐵 ⊆ 𝑈。

需要证明𝒯确实是一个拓扑。

𝒯中的元素是ℬ中元素的并。

给定一个拓扑𝒯，ℬ是一族开子集形成的基满
足∀𝑈 ∈ 𝒯及∀𝑥 ∈ 𝑈，∃𝐵 ∈ ℬ使得𝑥 ∈ 𝐵 ⊆ 𝑈，则ℬ生成的拓扑就是𝒯。
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ft现在我们证明余面基元素集族ℬ是|𝐾|的弱拓扑的一个基。

先证明ℬ是一个基。

∀𝑥 ∈ |𝐾|，存在唯一的单形𝜎使得𝑥 ∈ Int(𝜎)。取𝑈 = Int(𝜎)，∃𝜖 使
得𝑥 ∈ 𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖)。

基定义中的第二个条件由(2)得知。

由(3)知ℬ中的元素都是开子集。
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ft对于任一𝑥 ∈ |𝐾|及其任一开邻域𝑉，存在唯一的单形𝜎 ∈ 𝐾使得𝑥 ∈ Int(𝜎)，

设𝑈为𝑥的一个开邻域使得𝑥 ∈ 𝑈 ⊆ 𝑈̄ ⊆ 𝑉 ∩ Int(𝜎)；令𝑈𝜎 = 𝑈，对于任

一𝜏 ∈ coℱ(𝜎)1，由于𝑉 ∩ 𝜏是𝜏中包含紧子集𝑈̄𝜎的一个开集，存

在0 < 𝜖𝜏 < 1使得

𝜑𝜏 (𝑈̄𝜎 × [0, 𝜖𝜏 ]) ⊆ 𝑉 ∩ 𝜏,

取𝑈𝜏 = 𝜑𝜏 (𝑈𝜎 × [0, 𝜖𝜏 ))。归纳假设，对于每一个𝜏 ∈ coℱ(𝜎)𝑘 (1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑝)，均

已经构造高度参数𝜖𝜏 以及相应的𝜏中的开子集𝑈𝜏。对于任一单

形𝜇 ∈ coℱ(𝜎)𝑝+1，存在0 < 𝜖𝜇 < 1使得⋃︁
𝜏 ∈ coℱ(𝜎)𝑝

𝜏 < 𝜇

𝜑𝜇(𝑈̄𝜏 × [0, 𝜖𝜇]) ⊆ 𝑉 ∩ 𝜇.
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𝑈𝜇 =
⋃︁

𝜏 ∈ coℱ(𝜎)𝑝

𝜏 < 𝜇

𝜑𝜇(𝑈𝜏 × [0, 𝜖𝜇)).

由于上述的并是有限并，

𝑈̄𝜇 =
⋃︁

𝜏 ∈ coℱ(𝜎)𝑝

𝜏 < 𝜇

𝜑𝜇(𝑈̄𝜏 × [0, 𝜖𝜇]) ⊆ 𝑉 ∩ 𝜇.

归纳构造完成，所得到的𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖)满足𝑥 ∈ 𝐵(𝜎, 𝑈, 𝜖) ⊆ 𝑉；因此断言成立。�
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ft仿紧性定理(Paracompact Theorem)

设𝐾是一个单纯复形，则多面体|𝐾|（带弱拓扑）是仿紧空间。
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ft仿紧空间的复习—局部有限性

Figure: James Munkres, Topology, Prentice Hall 2000

Jie Wu (BIMSA) 202 / 358



D
ra
ft

Jie Wu (BIMSA) 203 / 358



D
ra
ft

Jie Wu (BIMSA) 204 / 358



D
ra
ft

Jie Wu (BIMSA) 205 / 358



D
ra
ft

Jie Wu (BIMSA) 206 / 358



D
ra
ft

Jie Wu (BIMSA) 207 / 358



D
ra
ft

Jie Wu (BIMSA) 208 / 358



D
ra
ft仿紧性的意义
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ftPartition of unity有何用？

假设𝒰 = {𝑈𝛼}𝛼∈𝐽是𝑋的一个开覆盖，以及{𝜑𝛼}𝛼∈𝐽是𝑋的partition of

unity dominated by 𝒰 . 令𝒦(𝒰为𝒰的神经复形，其顶点集记为{𝑣𝛼}𝛼∈𝐽，这

里𝑣𝛼 对应于𝑈𝛼。

对于∀𝑥 ∈ 𝑋，定义

𝑓(𝑥) =
∑︁
𝛼∈𝐽

𝜑𝛼(𝑥)𝑣𝛼 ∈ |𝒦(𝒰)| ⊆ Δ𝐽

我们先检验𝑓是well-defined以及连续性：给定𝑥 ∈ 𝑋，根据定

义，{supp(𝜑𝛼)}𝛼∈𝐽是局部有限的，存在𝑥的一个开邻域𝑉使得𝑉只与有限

个supp(𝜑𝛼)相交。
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ft设𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 ∈ 𝐽 为满足supp(𝜑𝛼) ∩ 𝑉 ̸= ∅的所有指标。

对于∀𝛼 ∈ 𝐽 r {𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛}, 𝜑𝛼|𝑉 ≡ 0 (恒等于0)，特别地𝜑𝛼(𝑥) = 0。

所以𝑓(𝑥) 是well-defined (有限个非零向量的和).

设𝐾是|𝒦(𝒰)|由顶点𝑣𝑎0 , 𝑣𝑎1 , . . . , 𝑣𝑎𝑛张成的子复形（即包含这些顶点的

所有单形构成的子复形），则对于∀𝑦 ∈ 𝑉，𝑓(𝑦) ∈ |𝐾|，因为𝑓(𝑦)在其它

顶点𝑣𝛼的重心坐标𝜑𝛼(𝑦)是0。

𝑓 |𝑉是复合映射：𝑉
𝑓- |𝐾| ⊂

𝑗- |𝒦(𝒰)|，这里𝑓(𝑦) = 𝑓(𝑦) ∈ |𝐾|及𝑗是

内射。由𝑓 及𝑗的连续性得𝑓 |𝑉 = 𝑗 ∘ 𝑓是连续的。

因此𝑓是局部连续的，从而𝑓是连续的。

Jie Wu (BIMSA) 219 / 358



D
ra
ft作业

1 假设𝑋的开覆盖𝒰满足Čech的条件，即任意有限非空交都是可缩的，以

及存在一个partition of unity dominated to 𝒰。证明上述构造
的𝑓 : 𝑋 → |𝒦(𝒰)|诱导出一个同调群的同
构𝑓* : 𝐻*(𝑋) → 𝐻*(|𝒦(𝒰)|)。（提示：运用MV 序列归纳。）

2 通过调研，寻找应用场景，运用不满足Čech的条件的开覆盖进行数据

分析：在一般情况下，𝑓 : 𝑋 → |𝒦(𝒰)|是fibrewise topolpogy (topology

of maps).
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